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Introduction

Calculer avec une mémoire remplie?
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Ce qu’on peut faire avec 3 registres..




Bases

Anneau
@ Anneau (R, +, x,0, 1) une structure algébrique
@ Exemple des entiers: Z=...—2,—-1,0,1,2...

Robin Milosz Calculer avec une mémoire rempli

30 novembre 2016

7145



Bases
Anneau
@ Anneau (R, +, x,0, 1) une structure algébrique
@ Exemple des entiers: Z=...—2,—-1,0,1,2...
Registre
@ Un espace de mémoire, contenant un élément de R, (read-write)
@ Exemple: i1 =3, =-7,3=0,....rm=r, reR
@ Reqgistre d’entrée (entrée) xq, X0, X3, ..., Xp (read)




Modele de calcul

Un programme: séquence d’instructions /; (réversibles) de la forme:
ri<ri+(rxc)
ri<ri—(rxc)
ri <= 14 (i X Xu)

rj <1 — (i X Xu)
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Formule algébrique

taille: 9
profondeur:

Figure: Une formule algébrique de profondeur 3 et de taille 9

Formule f de profondeur d = 0: entrée ou constante
Formule f de profondeur d > 0: (f + g) ou (f x g)

Robin Milosz Calculer avec une mémoire rempli 30 novembre 2016

9/45



Théoreme

Théoréme

Une formule algébrique f(x1, X2, ..., Xn) sur R, de profondeur d, peut
étre calculée avec un programme d’au plus 49 instructions et qui utilise
3 registres.




Théoreme

Théoréme

Une formule algébrique f(x1, X2, ..., Xn) sur R, de profondeur d, peut
étre calculée avec un programme d’au plus 49 instructions et qui utilise
3 registres.

Note
La réponse du calcul sera du type:

rj<—f/+(ri>< f(x1,X2,...,Xn))

Convention: r{ = 0 et . = 1 pour obtenir:

ry <+ (r2 x f(xq, X2,..., Xn))

i.e

ry = f(x1, X2, ..., Xn)




Preuve

Récursivement,
d=0:
Constante
i< (rxc)

Entrée
i £ (r < xy)
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Preuve

Toujours récursivement,
d>0:

Addition

Siona:

rj<—rji(r,-><f(x1,x2,...

=i (r < g(xy, Xz, ...

Alors on peut obtenir:

ri<ri£(nx(f+9)(x, X, ..

Robin Milosz Calculer avec une mémoire r
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Preuve

Multiplication
Sion a:

I <= £ (r < f(Xq, X2, ..., Xn))
rk<—rk2|2(rj><g(x1,X2,...,Xn))

Alors on peut obtenir:

M < rc = (< (f < g) (%1, X2, ..., Xn))
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Preuve

Multiplication (suite)

b= —(rxg(x1,xe,. ..

I :

I3 i re < re+(rxg(x1,xe,. ..

/42

Robin Milosz

ri <= 14 (r < f(xq, Xa, . ...

ri <=1 — (r < f(xq, Xa, . ..

Calcul

avec une mé
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Preuve

Multiplication (suite)

ho:re<=re—(rxg(x1, X, ...,Xn))
ki <1+ (rxf(x1,Xe,...,Xn))
by i ne e+ (< 9(x1, X2, ..., Xn))

la <=1 —(rixf(x1,Xe,...,Xn))

Registre | Init. | 1 2 3 4
fi Ti Ti Ti Ti Ti
I T T+ (rix f) | 7+ (7 x f) 7
I Tk Tk — (1 xg) | e —(13x9) | e + (i x(fx9)* | e+ (mi x(fxg))

k= (1% @) + (74 (1 x ) x 9) =7k — (7% 9) + (7 x 9) + (7 x f) x )
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Preuve

Multiplication (suite)

ho:re<=re—(rxg(x1, X, ...,Xn))
ki <1+ (rxf(x1,Xe,...,Xn))
by i ne e+ (< 9(x1, X2, ..., Xn))

la <=1 —(rixf(x1,Xe,...,Xn))

Registre | Init. | 1 2 3 4
fi Ti Ti Ti Ti Ti
I T T+ (rix f) | 7+ (7 x f) 7
I Tk Tk — (1 xg) | e —(13x9) | e + (i x(fx9)* | e+ (mi x(fxg))

*1k= (15 x )+ (7 + (1 x 1)) x 9) = 7 — (75, x 9) + (77 x 9) + ((7i x f) x g)
On a alors:
e < re £ (r < (f x g)(x1, X2, ..., Xn))
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Exemple

3x .+ 2x,- 7
©) @) © ©

Ecrire les intructions et trouver la valeur de la formule sur entrée

X1 =2,% =4




Exemple
3x,+ 2x,- 7
©® ©® ©
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Exemple
3x,+ 2x,- 7
©® ©® ©

h:nen—(rxx])
12 : f3<—f3+(f2><[C:3])
B r <+ (r3x[x])

/4 : I’3<—I’3*(I’2><[C=3])
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Exemple
3x,+ 2x,- 7
©® ©® ©

Robin Milosz

Cal

tr = (% [xi])

3+ (rx[c=23])

D= (r < [x])

3+ r3—(rx[c=3])

t e rn—(rsx[x)])

3+ (rx[c=2])
tn (s x [xe])

3 r—(npx[c=2])

avec une mémoire r
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Exemple
3x,+ 2x,- 7
©® ©® ©

Robin Milosz

Iy :

Calecul

tr = (% [xi])

3+ (rx[c=23])

D= (r < [x])

3+ r3—(rx[c=3])

t e rn—(rsx[x)])

3+ (rx[c=2])

D+ (X [xe])

3 r—(npx[c=2])

rn<«n—(rx[c=-7])

avec une mémoire r

P
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Exemple
3x,+ 2x,- 7
©® ©® ©

Robin Milosz

: f1%f1—(l’3><[X1:2])
3+ (rx[c=23])
trn (s x X =2)

i r3+r3—(rx[c=3])

: f1<—f1f(l’3><[X2:4])
3+ (rx[c=2])
PR+ (r X [xe = 4])

3 r—(npx[c=2])

tn«n—(pxlc=-7])

avec une mémoire rempli
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Exemple - simulation des intructions

h:in+n—(rBx[x=2])
b :r+r+(rx[c=3])
I :r+n+ (fg X [X1 = 2])
Iy : f3<—f3*(l’2><[C:3])
/5 <= (I‘3 X [X2 = 4])
IG : r3<—r3+(r2><[0:2])
Iz i n<+n+(rnx[x=4])
lg : f3<—f3—(f2><[C:2])
/9 IR el (fg X [C = —7])
Registre Init. I1 12 13 I4 I5 l6 /7 l8 /9
n 0
ro 1
r3 2
Calculer avec une er 30 novembre 2016
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Exemple - simulation des intructions

i+ n— (f3 X [X1 = 2])
I : f3<—f3+(f2><[C:3])
I :r+n+ (fg X [X1 = 2])
Iy : f3<—f3*(l’2><[C:3])
/5 <= (I‘3 X [X2 = 4])
IG : r3<—r3+(r2><[0:2])
Iz i n<+n+(rnx[x=4])
lg : f3<—f3—(f2><[C:2])
/9 IR el (fg X [C = —7])
Registre Init. /1 /2 /3 /4 /5 IG I Ig Ig
I£] 0 -4
ro 1 1
r3 2 2
Calculer avec une er 30 novembre 2016

19/45



Exemple - simulation des intructions

/1 <= (f3 X [X1 = 2])
I : f3<—f3+(f2><[C:3])
I :r+n+ (fg X [X1 = 2])
Iy : f3<—f3*(l’2><[C:3])
/5 <= (I‘3 X [X2 = 4])
IG : r3<—r3+(r2><[0:2])
l7 n<n-+ (fg X [X2 = 4])
lg : f3<—f3—(f2><[C:2])
/9 IR el (fg X [C = —7])
Registre Init. /1 12 /3 /4 /5 /6 I /8 /g
n 0 7
r T [1 |1
r3 2 2 5
Calculer avec une er 30 novembre 2016
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Exemple - simulation des intructions

/1 <= (f3 X [X1 = 2])
I : f3<—f3+(f2><[C:3])
I :r+n+ (fg X [X1 = 2])
Iy : f3<—f3*(l’2><[C:3])
/5 <= (I‘3 X [X2 = 4])
IG : r3<—r3+(r2><[0:2])
l7 i +n+ (fg X [X2 = 4])
lg : f3<—f3—(f2><[C:2])
/9 AT el SR (fg X [C = —7])
Registre Init. /1 12 /3 /4 /5 /6 I /8 /g
n 0 7 N R
I 1 1 1 1
r3 2 2 5 5
Calculer avec une er 30 novembre 2016
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Exemple - simulation des intructions

/1 <= (f3 X [X1 = 2])
b i< rn+(nx[c=3])
I :r+n+ (fg X [X1 = 2])
Iy : f3<—f3*(l’2><[C:3])
/5 <= (I‘3 X [X2 = 4])
IG : r3<—r3+(r2><[0:2])
l7 i +n+ (fg X [X2 = 4])
lg : f3<—f3—(f2><[C:2])
/9 IR el (fg X [C = —7])
Registre Init. /1 12 /3 /4 /5 /6 I /8 /g
n 0 446 |6
I 1 1 1 1 1
3 2 2 |5 5|2
Calculer avec une er 30 novembre 2016
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Exemple - simulation des intructions

Robin Milosz

/1 <= (f3 X [X1 = 2])

I : f3<—f3+(f2><[C:3])

I :r+n+ (fg X [X1 = 2])

Iy : f3<—f3*(l’2><[C:3])

/5 <= (I‘3 X [X2 = 4])

IG : r3<—r3+(r2><[0:2])

l7 i +n+ (fg X [X2 = 4])

lg : f3<—f3—(f2><[C:2])

/9 IR el (fg X [C = —7])
Registre Init. /1 /2 /3 /4 /5 /5 I /8 /9
n 0 A 466 2214147
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
r3 2 2 5 512 |2 4 4 2 2

Cal avec une er 30 novembre 2016
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Exemple - "vérification”

Robin Milosz

Calcul

avec une

Registre Init. /1 /2 /3 I4 15 /6 I /8 /g
n 0 446 |6 |-2]|-2]| 14147
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
r3 2 2 5 (5|2 |2 |4 |4 2 2
30 novembre 2016

24 /45



Exemple
Classes NC' et #NC'

NC' : classe de fonctions calculées par des circuits booléens en max
log(n)' profondeur et utilisant des portes standard NOT, OR et AND.

#NC/(R) : classe de fonctions calculées par des circuits algebriques
en max log(n)' profondeur et utilisant des portes SUM et MULT sur un
anneau R.
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Instructions = M;,3

/1 : fg%l’g—(lHXXu)

Equivalent a:

1 00
0 0 1




Espace catalytique

Ce qu’on peut faire avec plusieurs registres..
(espace catalytique)




Espace catalytique Notions

Classes de circuits
Circuits booléens et circuits algébriques de profondeur max log(n)’

AC! TC!

%
Q

NC!

NoOT

Q

NoOT NoOT

£
£

C'(R) #SAC'(R) #AC(

#*
z
Z

7
=
H
@
=B
!.
@

UL MULT

UL

K




Modele de calcul: Instructions

Instruction

I’,'(-I’,':l:(UX V)

ou u et v € {constantes, xx, Ij}, | # |

"Skew instruction” quand au moins u ou v est une constante ou entrée.

Un programme: séquence d’instructions /; (réversibles):

Programme P= 11, b, ...,




Espace catalytique Notions

Modéle de calcul: Calcul transparent

Fonction f(x) calculé de facon transparente

Programme P sur registres ry, r», ..., rm avec valeurs 71, 7o, ..., 7y €t
entrée (X1, X2, ..., Xp) résulte en r; = 7, + f(xq, X2, . . ., Xn), peut-importe
les autres registres.




Espace catalytique Notions

Modéle de calcul: Calcul transparent

Fonction f(x) calculé de facon transparente

Programme P sur registres rq, r», . .., rm avec valeurs 71, 7o, . .
entrée (X1, X2, ..., Xn) résulte en r; = 7, + f(x1, Xo, . ..

les autres registres.

., Tm €t
, Xn), peut-importe

Vecteur de fonctions (fi(x), 2(x), ..., fx(x)) calculé de facon
transparente
Programme P sur registres r{, r», ..., rm avec valeurs 71, 7o, ..., m €t
entrée (xq, X2, ..., Xp) résulte en ry =T + fi(X1, X2, ..., Xn),
Vie{1,2,...,k}, peut-importe les autres registres.

30 novembre 2016 30/45
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Espace catalytique Notions

Modele de calcul: Réversibilité

Instruction et instruction inverse
l:riri+(uxv)
71 or i (ux V)

Robin Milosz Calcul

avec une mé
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Modele de calcul: Réversibilité

Instruction et instruction inverse
l:riri+(uxv)
71 or i (ux V)

Programme et programme inverse

Programme P= 11, b, ...,
Programme P~1 = [71 [\ ... I,
PP =1
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Modele de calcul: Réversibilité

Instruction et instruction inverse

l:ri<r+(uxv)
71 or i (ux V)

Programme et programme inverse

Programme P =11, b, ..
Programme P~' = [, [}, ...

PP 1=

'all

—1
7/1 ’

Programme propre

Programme P’ =r < r—r;, P,r < r+4r, P~

Robin Milosz

Calcul

avec une mé

30 novembre 2016
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Espace catalytique classe TP

classe TP

TP(R,s, m)

Classe des fonctions calculées de fagon transparente sur R, avec au
plus s instructions et utilisant au plus m registres.

TP(R) = TP(R, polynome(entre), polynome(entree))

30 novembre 2016 32/45
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Espace catalytique classe TP

classe TP

TP(R,s, m)

Classe des fonctions calculées de fagon transparente sur R, avec au
plus s instructions et utilisant au plus m registres.

TP(R) = TP(R, polynome(entre), polynome(entree))

SkewTP(R, s, m)

Méme chose mais utilisant des “instructions skew”.
SkewTP(R) = #NC'(R)




Espace catalytique classe TP

classe TP

TP(R,s, m)

Classe des fonctions calculées de fagon transparente sur R, avec au
plus s instructions et utilisant au plus m registres.
TP(R) = TP(R, polynome(entre), polynome(entree))

SkewTP(R, s, m)

Méme chose mais utilisant des “instructions skew”.
SkewTP(R) = #NC'(R)

Uniformité
Classe uniforme de circuits algébrique = TP(R) uniforme.




Espace catalytique classe TP

Ou’est-ce qu’on peut faire?

Produit binaire
Si P:r <« 11+ fi(x) et o< 1 + f(x), alors:

NN+t X+ Xh+nXnR
P

I3 r+n

g <— g+ o

< rB+nXxXn

P—1

N« hnh—NXIKhL—rnXmQm

Donne:
ry < 10 + fi(x) x fa(x)
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Ou’est-ce qu’on peut faire?

Somme itérée
SiP:ri+ 1+ fi(x),Vie {1,2,..., k}, alors:

I’o%fo—l’,’,ViE{‘l,Z,...,k}
P
I’o(—f’o—l—f’i,ViE{1,2,...,k}

Donne:
fo 0 + 3K 4 fi(x)
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Ou’est-ce qu’on peut faire?

Somme itérée
SiP:ri+ 1+ fi(x),Vie {1,2,..., k}, alors:

I’o%fo—l’,’,ViE{‘l,Z,...,k}
P
I’o(—f’o—l—f’i,ViE{1,2,...,k}

Donne:
fo 0 + 3K 4 fi(x)

On a maintenant la classe #SAC'(R) C TP(R) !
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Espace catalytique classe TP

Aller plus loin

Produit itérée
m;: entrée, constante ou registre, alors:

i< i —ri_4 xm,,Vie{k,k—1,...,2}
ry < nrn—+m
I <= i+ ri—q ><m,-,Vie{2,3,...,k}

Donne:
Kk
ri—1i+[li_ymi

Robin Milosz Calculer avec une mémoire rempli 30 novembre 2016
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Espace catalytique classe TP

Aller plus loin

Puissance
Formule pour la puissance:

k

XK =(a+x)f+> (-1 <ll(> a(a+ x)k'

i=1

Robin Milosz Calculer avec une mémoire r
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Espace catalytique classe TP

Aller plus loin

Puissance
Si P: r < 7+ f(x), alors:

ci = (—1)/(¥) constantes

fo<ro+cxrxrkivie{1,2,... k}
P .
rir+rvie{1,2,... k}

ro < o+ rk

P—1

oo — i xrpxr=vie{1,2,... k}
Donne:

r« 74 [f(x)]¥




Espace catalytique classe TP

Aller plus loin

Valeur exacte (not)
Petit Théoréme de Fermat:
Sur un anneau R = Zp, p premier, x # 0, x € R alors

xP~1 =1 (mod p)




Aller plus loin

Valeur exacte (not)

Petit Théoréme de Fermat:

Sur un anneau R = Zp, p premier, x # 0, x € R alors

xP~1 =1 (mod p)

Pour nous:

O _fix)—s)P~ =1 si Y fi(x)#s, 0sinon




Espace catalytique classe TP

Aller plus loin

Valeur exacte (not)
Petit Théoréme de Fermat:
Sur un anneau R = Zp, p premier, x # 0, x € R alors

xP~1 =1 (mod p)

Pour nous:
k k
O _fix)—s)P~ =1 si Y fi(x)#s, 0sinon
i=1 i=1
Notation: .
> fi(x) # sl

=




Espace catalytique classe TP

Aller plus loin

Majorité
Si by, bo, ..., by bits, alors:

k k Kk
[ D bi#l#5]
j=b41 =1

Donne:

MAJ(bs, bs, . .., bi)




Espace catalytique classe TP

Aller plus loin

Majorité
Si by, bo, ..., by bits, alors:

k k Kk
[ D bi#l#5]
j=b41 =1

Donne:

MAJ(bs, bs, . .., bi)

On a maintenant la classe TC' C TP(Zp) !
...grand premier p




Espace catalytique

Catalyseur

Substance qui augmente la vitesse d’'une réaction chimique sans
paraitre participer a cette réaction. (Larousse)

Eﬂe\gle d'activation
sans catalyseur

Energie d'activation
avec catalyseur
3

Réactifs

Energie

Energie nette
dégagée par
la réaction

k'
Produits

Temps

Figure: Réaction chimique avec ou sans catalyseur
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Espace catalytique classe CSPACE

Machine de Turing

CSPACE(s(n), sa(n))
Classe des langages décidables par une machine de Turing utilisant

s(n) espace sur sa bande de travail et sy(n) espace sur sa bande
auxiliaire qui doit étre remise en état intial a la fin sur entrée de

longueur n.




Espace catalytique classe CSPACE

Machine de Turing

CSPACE(s(n), sa(n))

Classe des langages décidables par une machine de Turing utilisant
s(n) espace sur sa bande de travail et sy(n) espace sur sa bande
auxiliaire qui doit étre remise en état intial a la fin sur entrée de

longueur n.

CSPACE(s(n))
CSPACE(s(n)) = CSPACE(s(n), 20(s(n))




Espace catalytique classe CSPACE

CSPACE((log(n))
Idée : simuler les circuits TC' & I'aide d’'une machine de Turing. J




Espace catalytique classe CSPACE

CSPACE
@ TC' C CSPACE(log(n))
@ NC' C SAC' C AC' C TC!
@ NC' C L C NLC SAC!
@ SAT ¢ CSPACE(O(n)) avec 'hypothese du exponential-time
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Espace catalytique classe CSPACE

CSPACE
@ TC' C CSPACE(log(n))
@ NC' C SAC' C AC' C TC!
@ NC' C L C NLC SAC!
@ SAT ¢ CSPACE(O(n)) avec 'hypothese du exponential-time

Conclusion

Alors une mémoire supplémentaire remplie et incomprésible augmente
la puissance d’un ordinateur!

v




Espace catalytique classe CSPACE

Merci




Espace catalytique classe CSPACE
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